Potentialtheorie ED

Vorbemerkung:

Die Erfassung dynamischer Krafte, die durch Wasser- oder Luft-
stromungen an Bauwerken erzeugt werden, ist generell schwierig.
Eine wirklich exakte Ermittlung ist nicht moglich. Es kdnnen eigent-
lich nur Abschatzungen vorgenommen werden.

Im Gegensatz zum “Konstruktiven Ingenieurbau”, bei dem Krafte
oft als bekannt vorausgesetzt und lediglich in der Baukonstruktion
verfolgt werden (Statik und Festigkeitslehre), besteht beim
“*Konstruktiven Wasserbau” eine wesentliche Aufgabe darin,
Ansatze fur dynamische (hydrodynamische) Krafte zunachst zu
formulieren.

Zur Losung wasserbaulicher Aufgaben gibt die theoretische Hydro-
mechanik zwei Anséatze:
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a. die Gleichungen von BERNOULLI und EULER fur ideale, ED
d.h., reibungsfrei gedachte, inkompressible Fllussigkeiten (mit
dem wesentlichen Kennzeichen der Wirbelfreiheit) und

b. die Gleichungen von NAVIER und STOKES fur nattrliche
reibungsbehaftete Flussigkeiten.

Trotz der grof3en Erfolge der theoretischen und praktischen Stro-
mungsforschung ist der Wasserbauingenieur bei vielen Proble-
men noch immer auf die Durchfihrung tellweise aufwendiger
hydraulischer Modellversuche angewiesen. Dies gilt insbesonde-
re bei dreidimensionalen Stromungen und bel komplizierten Rand-
bedingungen.

Fur wirbelfrel ablaufende Stromungsvorgange (z.B. Sickerstromun-
gen), im Sinne einer ersten Naherung oder als Leitmodell zur Fest-
legung der Grenzen des eigentlichen hydraulischen Modells kann
Indessen als preiswertes Hilfsmittel ein Analogmodell verwendet

werden, das auf der sog. Potentialtheorie basiert.
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Die Potentialtheorie ist das mathematische Hilfsmittel, mit demﬁo
die Kontinuitatsgleichung (Satz von der Erhaltung der Masse

(Q = A-v =konst.)) auf die Ebene (bzw. den Raum) Ubertragen
werden kann. Damit ist die Mdglichkeit gegeben, zwei- bzw. drei-
dimensionale Stromungsfelder zu beschreiben (im Gegensatz zur
eindimensionalen Rohrhydraulik).

Stromungsfeld: In einem raumlichen (bzw. ebenen) Stromungsfeld
Ist die Geschwindigkeit von den 3 (bzw. 2) Ortskoordinaten ab-
hangig. Sie verandert sich mit dem Ort (vergl. konvektive
Beschleunigung, >Hydromechanik 1).

Die Behandlung soll hier auf das ebene Stromungsfeld beschrankt
bleiben. Dieses wird als ein aus 2 Kurvenscharen bestehendes
Netz dargestellt: Stromlinien und Aquipotentiallinien (kurz: Poten-
tiallinien. (Tatsachlich bestande im Raum das ,Netz* aus sog.
Potential- und Stromfachen. Die Beschrankung auf eine zur Stro-
mung parallele Ebene ist berechtigt, wenn die Geschwindigkeiten

In allen auf einer Normalen zu dieser Ebene liegenden Punkten
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Die mathematische Grundlage stellen die Laplace schen / ED
Potentialgleichungen

2 2
Ap = 0 L ¢ =0 (Potentialfunktion)
X* §y
und
2
Ay = & "2” oy =0 (Stromfunktion)
OX Sy °

zusammen mit den Cauchy-Riemann’schen Differentialglei-
chungen dar:

X Oy Yoy SX

Naheres z.B. bei Bdss, Paul (1938).
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Die Losung der Stromungsaufgabe besteht darin, die partiellenﬁo
Differentialgleichungen den jeweiligen Randbedingungen anzu-
passen in der Art, dass das Stromungsfeld durch Kurvenscharen
von Strom- und Potentiallinien als orthogonale Trajektorien be-
schrieben wird. Diese Aufgabe ist nun - trotz der daftir entwickelten
Theorie der “Konformen Abbildungen” (vergl. Betz) - nur fr
wenige Sonderfalle geschlossen losbar. Selbst Naherungslo-
sungen sind in der Praxis kaum anwendbar.

Die mathematischen Schwierigkeiten der Potentialtheorie konnen
aber umgangen werden: Es wird die Tatsache ausgenutzt, dass
sich oft unterschiedliche physikalische Prozesse mit gleichen
Differentialgleichungen beschreiben lassen, d.h., dass diese eine
gleiche mathematische Struktur aufweisen. Im vorliegenden Falle
besteht eine Analogie zwischen der Potentialstromung und dem
elektrischen Stromfeld in einem Leiter, der fir den ebenen Fall ein

dinnes Widerstandspapier sein kann, vergleiche weiter unten.
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Vertikalschnitt durch eine Uberfallstrémung an einem scharfkan-
tigen Wehr: Potentialnetz
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Grundsatze der Potentialstromungen Z [D

1. Stromlinien sind Bahnlinien der Flussigkeitsteilchen, Tangen-
tenrichtungen geben die Richtung der Stromungsgeschwindig-
keit an.

2. Jede Berandung eines Stromungsfeldes stellt selbst eine
Stromlinie (Randstromlinie) dar. Die Aufgabe besteht im allge-
meinen darin, bei vorgegebener Berandung zwischen den
Randstromlinien das Stromungsfeld (unter Verwendung be-
sonderer (verschiedener) Verfahren) durch weitere Stromlinien
und Potentiallinien nach Geschwindigkeits- und Druckverhalt-
nissen zu beschreiben.

3. Zwischen benachbarten Stromlinien eines Stromungsfeldes
fliel3t jeweils die gleiche Teilmenge AQ ab. Gesamtabfluss
Q =n-AQ mit n = Anzahl der Stromlinienabstande. Ein
"Stromfaden” wird raumlich von einer “Stromrohre” umschlossen.
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Entsprechend dem Satz von der Erhaltung der Masse ED
(Kontinuitatsgleichung) wird die Stromungsgeschwindigkeit um
so grol3er, je enger der Stromlinienabstand - und umgekehrt.

4. Wird der jeweilige Abstand der Stromlinien senkrecht zu den
Stromlinien aufgetragen, so entstehen in der Ebene Potentia-
linien (im Raum: Potentialflachen).

5. Ein durch Strom- und (Aqui-) Potentiallinien darstellbares Stro-
mungsfeld kann als die ebene Projektion einer raumlichen Fla-
che (Topographische Karte) gedeutet werden, in der die
Stromlinien y = konst. = Fallinien und die
Potentiallinien ¢ = konst. = Hohenschichtlinien sind.

Zwischen Hohenschichtlinien besteht der Potentialunterschied
do, zwischen Fallinien besteht der Unterschied dy.

Die Stromungsgeschwindigkeit ist dann v = de/ds mit s in
Stromungsrichtung (= normal zur Potentiallinie).
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6. Sowohl aus der Anwendung der Kontinuitatsgleichung mit ED
Bezug auf den Abstand der Stromlinien als auch aus der An-
wendung des Drallsatzes (v, - r, = v, - r,) mit Bezug auf den
Abstand der Potentiallinien folgt, dass die Stromungsgeschwin-
digkeit v den Maschenseiten ds umgekehrt proportional ist. In
praktischen Fallen werden Strom- und Potentiallinienabstande
gleichgesetzt, so dass sich ein Netz verzerrter Quadrate ergibt.
Ist die Stromungsgeschwindigkeit an einer Stelle bekannt,
kann die Geschwindigkeitsverteilung des Feldes aus der Geo-
metrie ermittelt werden.

7. Strom- und Potentiallinien sind vertauschbar. Jedes Strom-

und Potentialliniennetz ist vierdeutig. (Z.B.: Quelle, Senke,
rechts- oder linksdrehender Potentialwirbel).
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8. Potentialstromungen werden
Uberlagert durch vektorielle
Addition ihrer Stromungsge-
schwindigkeiten.

9. Potentiallinien sind im allgemeinen nicht Linien gleichen
Druckes (Folge aus 7.). Sie liefern durch das von ihnen bewirk-
te geodatische Gefalle Grol3e und Richtung der Geschwindig-
keit.

Nur bei Sickerstromungen sind Potentiallinien auch Linien glei-
chen Druckes.

10.F0r den Fall, dass sich die Stromung infolge von Reibung und
Tragheit von der Berandung ablost (turbulente Wirbelzonen),
ISt eine Behandlung auf der Grundlage der Potentialtheorie

selbstverstandlich nicht mehr gerechtfertigt.
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L Diskontinuitatslinie
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Elektro-Analogie ED

In Analogie zur Potentialstromung folgt der elektrische Strom in
einem elektrischen Leiter der Richtung des Spannungsgefalles
und die Stromlinien stehen senkrecht auf den Linien gleicher
Spannung.

Nach dem OHM' sehen Gesetz gilt || = R -|

(Spannung = Widerstand x Stromstarke)

du
Der Differentialquotient fir den Strom lautet demnach: | = d_R
Der =OHM sche Widerstand des Leiters der Lange ds ist:
1 1
c A

mit ¢ = Leitfahigkeitskonstante, A = Leiterquerschnitt

und ds = Langenelement.
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Es ergibt sich die Analogie zwischen elektrischem Strom und / ED
der Stromung wie folgt:

du
Der elektrische Strom: | =C-A- e
d
Strémung: Q=Av=A.-2
ds

Q istanalog |

A Istanalog A

do Ist analog av
ds ds

c ist dabel eine unwesentliche Maldstabskonstante.
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STROMVERSORGUNG
Spannung werden als Aquipotentiallinien auf dem Modell einge-

messen.
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Zur Beschreibung einer
ebenen Flussigkeitsbewe-
gung genugt eine beliebige
zur Stromung parallele Ebe-
ne, da in allen auf einer
Normalen zu dieser Ebene
liegenden Punkten dieselbe
Geschwindigkeit herrscht.
Dementsprechend kann bei
dem Elektro-Analogie-Ver-
fahren ein flachenhafter
Leiter verwendet werden,
d.h., etwa ein Blech.

Heute wird ein leitfahiges
Papier (Widerstandspapier)
verwendet. Linien gleicher
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Zur Einmessung der Strom- oder Potentiallinien wird die ED
WHEATSTONE sche WIDERSTANDSSCHALTUNG ( Bricken-
schaltung verwendet, die in der Elektrotechnik zur Messung von
elektrischen (Ohm’”schen) Widerstanden dient.

Fur den Fall dass 4 Widerstande in der gezeigten Formation zu-
sammengeschaltet sind, ist keine Potentialdifferenz (Spannungs-

differenz) zwischen A und B messbar, wenn R R
_1 __3
R, R,
- Ryt Ry
—AAAAANMAAAAAANAN~

(=
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Das Modell entspricht dem einen aus 2 Widerstanden R; + R, Z [D
bestehenden Potentiometer, wahrend R; + R, ein Messpoten-
tiometer darstellt.

Widerstandspapier

Anschlussdraht

Modell

Zu untersuchendes
Stromungsfeld

Anschlussdraht

Elektroden aus Silber-Leitlack (Tinte)

(keine nennenswerte Spannung-
unterschiede in der Langenentwicklung)

Randstromlinien
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Einmessung der Stromlinien
zwischen zwei Randstrom-
linien: z.B. Flussufer. Vi
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Stromlinien unter
einem Talsperren-
Tiefschutz

Randstromlinie = Silber-Leitlack

El-LEIllaCK

Keine Umstroémung der Z [')
Topdichtung

Keine Stomungsablésung
an der Schitzunterkante

mlinie = Silber-LeitIack
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Potentiallinien unter

einem Talsperren- Keine Stémungsabldsung

an der Schitzunterkante
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Stromlinien unter
einem Talsperren-
Tiefschiitz

Randstromlinie = Silber-Leitlack
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Elektro-Analog-Modelle: Unterstromung zweler unterschiedlicher

Bauformen von Talsperrentiefschitzen (mit und ohne Strahlleit-
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Aus dem im Grundriss dargestellten Fluss (Abfluss Q = 100 m3/s)
sollen an der Stelle A 60 m3/s entnommen werden.

Davon werden nach Gebrauch 30 m3/s bei B und 20 m3/s bei C
wieder in den Fluss eingeleitet, wahrend 10 m3/s anderweitig
verwendet werden.

Aufgabe:

A. Welche Gestalt hat das Stromlinienbild ?

B. Wie mussten die Elektroden eines Elektroanalogmodells
angeordnet und geschaltet werden, mit dem das Stromlinien-
bild ermittelt werden kann ?
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